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1 Introduction

Le théoréme de Bézout est un théoréme classique de la géométrie algébrique. Ce dernier stipule que deux courbes algébriques
de degré d et d’ se rencontrent exactement dd’ fois sous de bonnes hypothéses et un bon contexte. Nous démontrerons une
version faible de ce théoréme, a savoir le fait qu’il y a au plus dd’ points d’intersection dans k2.

On notera k un corps infini. Si P € k[X,Y], on notera V (P) = {(x,y) € k* | P(x,y) = 0}. L'objectif du développement est

de démontrer que si P et ) n’ont pas de facteurs irréductibles communs et sont de degrés d et d’, alors

V(P)NV(Q)| < dd’

2 Développement

On note Z = V(P) N'V(Q). L’objectif va étre dans un premier temps de montrer que Z est fini. Pour se faire, on considére

q

P(X,Y) = Za,-,(X)Yi, QX,Y)=> bh(X)Y'

P
i=0 i=0
avec a,(X) # 0 et by(X) # 0. On note R(X) = Resx (P, Q) (qui est non-nul car P et () sont premiers entre-eux). On va
cherche a majorer le degré de R(X). On va devoir étudier en détail les coefficients de la matrice de Sylvester M définie par

aj_itp sij<qeti—jel[0,p]

M;; = bj_; sij>qetj—i€l0,q]
0 sinon.
On a alors que
p+q
R(X)= > | &) [T Moy s(X)
€614 Jj=1

On se retrouve donc a étudier le degré des monomes de R(X). Or, on sait que degx (ax(X)) < d — k. On obtient ainsi que
degx (a;—o(j)+p) < d—j+0(j) — p. De méme, on obtient que deg y (b;_(;j)) < d’ — j + (7). En mettant tout ensemble, on
obtient
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On obtient de méme une minoration identique quant au nombre de racines de S(Y) = Resy (P, Q). Comme on sait que Z est
inclus dans I'ensemble des (a, b) tels que R(a) = S(b) = 0, on en déduit que |Z| < (dd’)? et donc Z est fini.

On va maintenant montrer que l'on a au plus dd’ éléments dans Z. Pour se faire, écrivons Z = {(ay,b1), ..., (ar, b.)}. Si tout
les a; sont distincts, alors on a directement que 7 < deg(R(X)) < dd'. Maintenant, s’il existe i et j tels que a; = a;. En

a;—ai

regardant I’ensemble & \ { b —a;’

i# jetb; # bi}, on trouve qu’il existe u € k tel que pour tout ¢ # j, a; + ub; # a; + ub;

(on utilise ici le fait que & est infini). Considérons alors les polynémes

P(X,Y)=P(X —uY,Y), Q(X,Y)=Q(X —uY,Y)
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Ces deux polyndmes sont respectivement de degré < d et < d’. On note Z = V(P) N V(Q) On a alors

(a,b) € Z < P(a,b) = Q(a,b) =0
& P((a+ub) —ub,b) = Q((a + ub) — ub,b) =0
& P(a+ ub,b) = Q(a+ ub,b) =0
& (a+ubb) e Z

Mais I'application (a,b) + (a + ub, ) est bijective donc Z et Z ont le méme cardinal. De plus, P et Q n’ont pas de facteurs
irréductibles en communs et les éléments de Z sont distincts, on conclu donc avec le travail préliminaire.
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